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В статье получено обобщение известных формул, представляющих 
функции ф(1 + г )  и1пГ(1+г) степенными рядами. Бесконечные сте­
пенные ряды, входящие в состав этих формул, представляются цепными 
дробями с положительными членами звеньев. Если эти степенные ряды 
заменить суммой подходящей дроби и остаточного члена, то тогда модуль 
остаточного члена меньше модуля разности двух подходящих дробей, 
индексы которых отличаются на целое нечетное число. Эта оценка спра­
ведлива в некоторой области комплексного переменного z.
1. Если в равенстве ([1], стр. 60)
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Интегрируя равенство (2), находим ([1], стр. 30, (1)
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В равенстве (5) г заменим на— г и разделим его на новое равен­
ство, затем применим тождество иг =  Г(1 +  г)Г(1— 2) sin иг и после 
элементарных преобразований окончательно получим
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Степенной ряд в равенстве (5) представляется цепной дробью с по­
ложительными членами звеньев [2, 3] и для него остаточный член по 
модулю меньше модуля разности двух подходящих дробей, разность ин­
дексов которых равна нечетному числу, в области R e z ^  0 [3]. Аналогич­
ная цепная дробь может быть получена и для степенного ряда (6) ([4], 
задача 1220) здесь соответствующая оценка остаточного члена имеет 
в области
Y< I arg г21 <  А  и.
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Представления функций, аналогичные равенствам (2), (4) —  (6), 
можно получить для гиперболических и тригонометрических функций, 
логарифмов этих функций и для интегралов от любой из перечисленных 
функций и для интегралов от произведения любой из этих функций на 
различные степени переменной интегрирования. Полученные при таком 
преобразовании степенные ряды представляются цепными дробями с по­
ложительными членами звеньев, и для них справедливы аналогичные 
оценки остаточных членов по модулю.
2. Обобщенная дзета-функция Римана (3) представляется интегра­
лом от тригонометрических и гиперболических функций [2], поэтому 
здесь уместно будет кратко изложить вопрос о применении цепных дро­
бей к вычислению тригонометрических рядов.
При разложении тригонометрического ряда по степеням еіх или е~іх 
его можно рассматривать как обыкновенный степенной ряд. Такой ряд 
почти всегда можно или непосредственно представлять цепной дробью 
с положительными членами звеньев, или представить несколькими сум­
мами бесконечных рядов, каждый из которых представляется цепной 
дробью с положительными членами звеньев. Исключением являются три­
гонометрические ряды, у которых коэффициенты содержат множителя­
ми функции вида sin пХ, cos пК. Однако и такие ряды преобразуются 
в конечное число сумм бесконечных рядов, обладающих указанным выше
60
с в о й с т в о м ,  е с л и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  sin пХ,  cos  пХ з а м е н и т ь  п о ­
к а з а т е л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и  по ф о р м у л а м  Э й л е р а  и п р и м е н и т ь  п р е о б р а з о ­
в а н и я ,  к о т о р ы е  а н а л о г и ч н ы  п р е о б р а з о в а н и я м  н а и б о л е е  п р о с т ы х  т р и г о ­
н о м е т р и ч е с к и х  р я д о в .
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